CALCULA / MATERIALY DO NAUKI Zadania

Granice funkcji

50 zadah do samodzielnego rozwigzania + odpowiedzi

Jak korzysta¢ z arkusza

Najpierw rozwigz zadania bez zagladania do klucza. Odpowiedzi i krotkie wskazéwki znaj-
dziesz na koncu pliku. Granice trygonometryczne liczymy w radianach.

Dostepne online: https://calcula.com.pl/granice-zadania-z-rozwiazaniami.
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46. Drugi rzad logarytmu
. In(1 -
jim N ) =
z—0 x
47. Sinus minus argument
. Sinz —=x
lim ————
z—0 T
48. Eksponenta podzielona przez sinus
. et —1
lim —
z—0 SINx
49. Logarytm wolniejszy od x
. Inz
lim —
r—+oco I
50. Dwie funkcje wyktadnicze
, et —e"
lim ——
z—0 2z
calcula.com.pl 7
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Klucz odpowiedzi

Zwiezte wskazdéwki do wszystkich 50 zadan

01. Réznica kwadratow

Skré¢ czynnik x—3; pozostaje x+3.

02. Sprzezenie pierwiastka

| =

Po pomnozeniu przez sprzezenie zostaje 1/(v(x+5)+3).

03. lloraz wielomianéw

3
Podziel licznik i mianownik przez x2.
04. Granice jednostronne

nie istnieje

Z lewej granica wynosi —1, a z prawej 1.
05. Granica prowadzaca do liczby e

o2
Wykorzystaj (1+a/x)~x—e"a.
06. Reguta de I'Hospitala

1
W radianach: sin x/x-1; pochodne to cos x i 1.
07. Réznica kwadratow

4

Rozt6z licznik na czynniki.
Dla x # 2 skroc (x—2): pozostaje x+2. Nastepnie podstaw x=2.

08. Tréjmian kwadratowy

Roztéz tréjmian na (x+1)(x+2). .
Dla x # —1 skrdo¢ x+1; granica x+2 przy x—»—1 wynosi 1.

09. Réznica szescianow

Zastosuj wzér a*—b3=(a—b)(a?+ab+b?). o .
Skrocenie czynnika x—1 daje x2+x+1; po podstawieniu 1 otrzymujemy 3.
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10. Kwadrat sumy

Rozwin kwadrat sumy i zredukuj wyrazy state.
Licznik to x2+6x=x(x+6). Dla x # 0 zostaje x+6.

11. Rozktad na dwa czynniki

-1

Zapisz licznik jako (x—=2)(x=3).
Po skréceniu wyrazenie ma posta¢ x—3; podstawienie 2 daje —1.

12. Suma szescianow

12

Zastosuj wzoér a*+b3=(a+b)(a?—ab+b?). .
Dla x # —2 skracamy x+2; pozostaje x?—2x+4, czyli 4+4+4.

13. Potegi parzyste

2
W liczniku rozpoznaj réznice kwadratow.
x*—=1=(x2—1)(x?+1). Dla x # £1 zostaje x>+1.
14. Wytaczanie wspdlnego czynnika

7
Wy’ra7cz x przed nawias w liczniku. )
X(X+7)/x=x+7 dla x # 0; w granicy otrzymujemy 7.
15. Pierwiastek z x

1

6

Pomnoz licznik i mianownik przez sprzezenie vx+3. ] )
Po zastosowaniu réznicy kwadratéw mianownik x—9 skraca sie; zostaje 1/(vVx+3).

16. Pierwiastek z 1 + x

1

2
Zastosuj sprzezenie V(1+x)+1. .
Po pomnozeniu otrzymujesz x/[x(V(1+x)+1)] i skracasz x.
17. Pierwiastek z 4 + x

1

4
Zastosuj sprzezenie V(4+x)+2. . .
Réznica kwadratow w liczniku to x; pozostaje odwrotnos$¢ v(4+x)+2.
18. Pierwiastek w punkcie 3

1

4

Uzyj sprzezenia V(x+1)+2. o )
Licznik przeksztatca sie do x—3, co pozwala skréci¢ mianownik.
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Odpowiedzi

19. Réznica dwéch pierwiastkéw
3
2

Pomnoz przez sume obu pierwiastkdw.

Réznica podpierwiastkowych wyrazen wynosi 3x. Po skréceniu x: 3/[V(1+2x)+V(1—x)].

20. Pierwiastek w mianowniku

Pomnoz przez sprzezenie mianownika. . .
Po usunieciu niewymiernosci dostajemy v(4+x)+2, wiec granica to 4.

21. Rowne stopnie wielomianéw

5
2
Podziel licznik i mianownik przez x2.
Sktadniki 1/x2 i 3/x? dgza do 0; zostaje 5/2.
22. Wielomiany stopnia trzeciego
3
Podziel obie czesci utamka przez x3.
Po przejsciu do granicy wyrazy z 1/x? i 1/x3 znikaja.
23. Wyzszy stopien mianownika
0

W mianowniku dominuje x3, a w liczniku x2. )
Po podzieleniu przez x3licznik dgzy do 0, mianownik do 1.

24. Wyzszy stopien licznika

+00

Poréwnaj najwieksze potegi w liczniku i mianowniku. o
lloraz zachowuje sie jak 2x przy x—+ i rosnie bez ograniczen.

25. Kierunek przy minus nieskonczonosci

—00

SprawdzZ znak dominujgcego ilorazu 2x3/x2. .
Zachowanie jest takie jak 2x, wiec przy x—»—co wynik to — .

26. Niewymiernos¢ przy nieskonczonosci
3
2

Uzyj sprzezenia v(x2+3x)+x.
Dla x>0 dostajemy 3x/[V(x2+3x)+x] = 3/[V(1+3/x)+1].

27. Dazenie do zera z prawej

+00

Ustal znak mianownika dla x>0. ) ) o o
Dodatnie liczby coraz blizsze zeru dajg coraz wieksze wartosci odwrotnosci.
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CALCULA / MATERIALY DO NAUKI Odpowiedzi

28. Dazenie do zera z lewej

—0o0

Ustal znak x, gdy do zera zblizasz sie z lewej. o
Odwrotnosci ujemnych liczb bliskich zeru malejg bez ograniczenh.

29. Logarytm przy zerze
—00

Uwzglednij dziedzine In x, czyli x>0. . )
Gdy x maleje do zera od prawej, In x zmierza do minus nieskohczonosci.

30. Dodatnia odwrotnos¢ kwadratu

+00

Potega druga usuwa ujemny znak mianownika. o o
Wartosc¢ x? jest dodatnia i dgzy do zera; jej odwrotnosc rosnie bez ograniczen.

31. Asymptota pionowa z lewej

—0o0
Gdy x<1, réznica x—1 jest ujemna. . )
Mianownik zbliza sie do zera od strony ujemne;j.
32. Asymptota pionowa z prawej
+00
Gdy x>1, réznica x—1 jest dodatnia. o
Mianownik zbliza sie do zera od strony dodatniej.
33. Sinus podwojonego kata
2
Wykorzystaj granice sin t/t = 1 dla t—0 (radiany).
Przyepiszysin&?()/x = 2-sin(2x)/(2x). v
34. Sinus i stata w mianowniku
5
3

Sprowadz utamek do podstawowej granicy sin(5x)/(5x).
Wytgcz czynnik 5/3; pozostata granica jest rowna 1.

35. Tangens przy zerze
Zapisz tan x=sin x/cos X (radiany). o
Utamek rozdziela sie na (sin x/x):(1/cos x). Oba czynniki dazg do 1.

36. Jeden minus cosinus

[N

Skorzystaj z tozsamosci 1—cos x=2sin?(x/2).
Dostajemy (1/2)-[sin(x/2)/(x/2)]?, co dgzy do 1/2.
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CALCULA / MATERIALY DO NAUKI Odpowiedzi

37. Kwadrat sinusa
Zapisz iloraz jako kwadrat sin x/x. _
Korzystajac z podstawowej granicy, otrzymujemy 12=1.
38. lloraz sinuséw
3
2

Pomnoéz i podziel tak, by otrzymac dwa ilorazy sin t/t.
Przeksztatcenie daje (3/2)-[sin(3x)/(3x)]-[(2x)/sin(2x)].

39. Granica prowadzaca do e?

Wylgorz%staj klasyczng granice (1+a/n)~n-e”a. . o
Tutaj a=3. Podstawa dazy do 1, ale wyktadnik rOwnoczesnie rosnie.
40. Granica prowadzaca do e2

Uzyj tej samej granicy z parametrem a=-2. ]
Dla’duzych n podstawa jest dodatnia; wynik to e do potegi —2.
41. Klasyczna granica przy zerze

Rozpoznaj postac 1 do potegi nieskonczonosc. .
Logarytm wyrazenia to In(1+x)/x, ktéry dazy do 1; stad wynik e.

42. Parametr wewnatrz potegi

64

Zapisz 1/x jako 4/(4x).
Dostajemy [(1+4x)"~(1/(4x))]1™4, wiec granica wynosi e*.

43. Logarytm w liczniku

Skorzystaj ze standardowej granicy logarytmiczne;.
Mozna rowniez zastosowac de I'Hospitala: (In(1+x)J)’=1/(1+x).

44. Eksponenta i pochodna w zerze

2
UZyL(e"t—l)/t—»l przy t—0.
Przeksztat¢ wyrazenie do 2:(e™(2x)—1)/(2x).
45. Drugi rzad funkcji wyktadniczej
1
2

Sprawdz 0/0 i dwukrotnie zastosuj de |'Hospitala.
Pierwszy iloraz pochodnych to (e”~x—1)/(2x), drugi to e™x/2 - 1/2.
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46. Drugi rzad logarytmu

1

2
Sprawdz warunki i uzyj de I’'Hospitala (ewentualnle rozwiniecia Taylora).
Po pierwszym rézniczkowaniu: (1/(1+x)—1)/(2x)=—1/[2(1+ e)] dla x # 0.
47. Sinus minus argument

1

6
Po kolejnych nieoznaczonosciach 0/0 stosuj de I’'Hospitala.
Trzykrotne rézniczkowanie daje (—cos x)/6 - —1/6. Katy w radianach.
48. Eksponenta podzielona przez sinus

1
Zastosuj regute de I'Hospitala lub iloczyn dwdéch granic.
lloraz pochodnych ma posta¢ e™x/cos X, wiec dazy do 1.
49. Logarytm wolniejszy od x

0
OtrzYmUJesz nieoznaczonos¢ /.
Reguta de I'Hospitala daje iloraz (1/x)/1, ktéry dazy do 0.
50. Dwie funkcje wyktadnicze

1
Po sprawdzeniu 0/0 zastosu1 de I'Hospitala.
Pochodna licznika to e~ x+e”™(—x), mianownika 2. W x=0: (1+1)/2=1.
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