CALCULA / MATERIALY DO NAUKI Macierze - 50 zadan

Macierze: 50 zadan

Darmowy arkusz do samodzielnej pracy z odpowiedziami

Jak korzystacd? Najpierw rozwigz zadania bez zagladania do klucza. Rozwigzania i krétkie
wskazOéwki znajdziesz w drugiej czesci PDF.

Petne rozwigzania online: https://calcula.com.pl/macierze-zadania-z-rozwiazaniami

Czesc¢ I. Zadania

Przyktady przekrojowe

01. Pomnoz dwie macierze 2x2.

03. Wyznacz macierz odwrotna 2x2.
2 1
2= 3

04. Wyznacz rzad macierzy.
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05. Rozwiaz uktad metoda Cramera.
Uktad: x+y=5; 2x-y=1

06. Rozwiaz uktad trzech rownan eliminacja Gaussa.

Uktad: x+y+z=6; 2x+y-z=1; x-y+2z=5

Dziatania na macierzach

07. Oblicz A + B dla macierzy 2x2.

08. Oblicz A - B dla macierzy 2x3.

09. Oblicz 2A + B.

10. Oblicz 3A - 2B.
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11. Wyznacz macierz transponowana A”.
1 -3 5
A= (4 0 2)

12. Sprawdz, czy macierz A jest symetryczna.

13. Oblicz slad macierzy A.

14. Znajdz macierz X z réwnania X + A = B.
2 -1

=)
5 2

o= %)

Mnozenie macierzy

15. Oblicz AB dla dwdoch macierzy 2x2.
4= o)
b= <—01 ;l>
16. Oblicz BA dla macierzy z zadania 15.
()
o-(42)
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17. Pomndéz macierz 2x3 przez macierz 3x2.

1 0 2
a=(437)

19. Oblicz kwadrat macierzy A2,

20. Oblicz Al dla macierzy jednostkowej I;.

21. Pomnoéz wiersz 1x3 przez kolumne 3x1.

A=(2 -1 3)
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Wyznaczniki

23. Oblicz wyznacznik macierzy 2x2.

24. Oblicz wyznacznik macierzy 3x3.

25. Oblicz wyznacznik macierzy tréojkatnej.
2 4 -1
A=10 3 5
0 0 -2
26. Wyznacz det(A), gdy dwa wiersze sa identyczne.
1 3 2
A=12 0 5
1 3 2

27. Poréwnaj det(A) i det(AT).

28. Oblicz det(2A) dla A rozmiaru 2x2.
A= G —31)

29. Oblicz det(AB) bez mnozenia catych macierzy.
=)
B= <—31 g)
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Macierz odwrotna

30. Wyznacz A~! dla macierzy 2x2.

31. Wyznacz A}, gdy wyznacznik jest ujemny.
()

32. Wyznacz A~! z utamkami w wyniku.
()

33. Sprawdz, czy macierz A jest odwracalna.
()

34. Rozwiaz réwnanie macierzowe AX = B.

35. Sprawdz iloczyn AA.,

Rzad macierzy

36. Wyznacz rzad odwracalnej macierzy 2x2.

=)
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37. Wyznacz rzad macierzy z proporcjonalnymi wierszami.

a1 2)

38. Wyznacz rzad macierzy 3x3 (rzad 2).

BN BN
Il I
~ _ ~
N O = O N =
— = O i S )
S =N W N =
~_ N~

40. Wyznacz rzad prostokatnej macierzy 3x2.

-]

41. Wyznacz rzad prostokatnej macierzy 2x3.

1 -2 3
A(—2 4 —6)

W = N

Uktady rownan

42. Rozwiaz uktad 2x2 metoda Gaussa.

Uktad: 1x + (2)y =5; 2x + (-1)y =5

43. Rozwiaz uktad z ujemnymi wspoétczynnikami.
2 -1
(5 5)
-8
- (i)

Ukiad: 2x + (-1)y = -8; -1x + (3)y = 14
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44. Rozwiaz uktad trzech réwnan liniowych.

Uktad: Ix + (L)y + (1)z=4; 2x+ (-1)y +(1)z=8; 1x+ (2Q)y + (-1)z=-3

45. Sprawdz, czy ukiad ma rozwiazanie.
1 2
=)
3
=)

Uktad: x + 2y = 3; 2x + 4y =38

46. Wyznacz wszystkie rozwiazania uktadu zaleznego.
1 2
=2 %)
)
= (1)

Uktad: x + 2y = 5; 2x + 4y =10

47. Rozwiaz uktad 2x2 metoda Cramera.
3 1
2= (1)
)
Y

Uktad: 3x + (1)y =5; Ix+ (2)y=0
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Zadania przekrojowe

48. Rozwiaz rownanie 2X + A = B.

49. Dla jakich t macierz A jest osobliwa?
1 ¢
=(03)
50. Oblicz A%, wykorzystujac AZ.

=)
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Czesd Il. Klucz odpowiedzi i wskazowki

Przed sprawdzeniem wyniku warto samodzielnie wykonac pierwszy krok. Petne opisy znaj-
duja sie réwniez na stronie Calculi.

Przyktady przekrojowe

01l. Pomnoz dwie macierze 2x2.

10 -1
AB =
(12 —3>
Wynik powstaje przez mnozenie wierszy A przez kolumny B. Pierwszy wiersz: 1.2+2-4=101i 1.1+2-(-1)=-1;

drugi: 0-:2+3:4=12i 0-1+3:(-1)=-3.

02. Oblicz wyznacznik macierzy 3x3.

Wynik: det(A) = -19

Reguta Sarrusa: suma przekatnych w prawo daje 0. Suma przekatnych w lewo to 19, wiec det(A) = 0-19 =
-19.

03. Wyznacz macierz odwrotna 2x2.

A1 — 3 -1
-5 2
Wyznacznik to 2-3-1.5=1, zatem odwrotnos¢ istnieje. Zamieh miejscami elementy przekatnej, a dwém pozo-

statym zmien znak; podziel przez wyznacznik.

04. Wyznacz rzad macierzy.
Wynik: r(A) = 2
Odejmij od drugiego wiersza podwojony pierwszy. Powstanie wiersz zerowy. Pozostate dwa niezerowe wiersze

sg liniowo niezalezne: r(A)=2.

05. Rozwiaz uktad metoda Cramera.
Wynik: x =2,y =3
D=-3, D,=-6 i D,=-9. x=D,/D=2, y=D,/D=3. SprawdzZ podstawieniem.

06. Rozwiaz uktad trzech rownan eliminacja Gaussa.

Wynik: x=1,y=2,z=3

Po eliminacji x otrzymasz -y-3z=-11 oraz -2y+z=-1. Odejmujgc dwukrotnos$¢ pierwszego od drugiego: 7z=21.
Nastepnie z=3, y=2 i x=1.

Dziatania na macierzach

07. Oblicz A + B dla macierzy 2x2.

. 71
Wynlk:(2 4)

Macierze majg identyczne wymiary. Dodawanie, odejmowanie i mnozenie przez skalar wykonujemy na kazdym
elemencie osobno. Przyktadowo element (1,1): 1-(2) + (1)-(5) = 7. Powtérz dla wszystkich pél.
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08. Oblicz A - B dla macierzy 2x3.

. 3 -3 -2
Wynlk:(_2 4 5)

Macierze maja identyczne wymiary. Dodawanie, odejmowanie i mnozenie przez skalar wykonujemy na kazdym
elemencie osobno. Przyktadowo element (1,1): 1-(4) + (-1)-(1) = 3. Powtérz dla wszystkich pdl.

09. Oblicz 2A + B.

. 4 5
Wynlk:(1 8)

Macierze maja identyczne wymiary. Dodawanie, odejmowanie i mnozenie przez skalar wykonujemy na kazdym
elemencie osobno. Przyktadowo element (1,1): 2-(1) + (1)-(2) = 4. Powtérz dla wszystkich pél.

10. Oblicz 3A - 2B.

. 7T =8
Wynlk:(_7 12)

Macierze majg identyczne wymiary. Dodawanie, odejmowanie i mnozenie przez skalar wykonujemy na kazdym
elemencie osobno. Przyktadowo element (1,1): 3:(3) + (-2)-(1) = 7. Powtérz dla wszystkich pdl.

11. Wyznacz macierz transponowana A”.

1 4
AT =1-3 0
5 2

Pierwszy wiersz A staje sie pierwsza kolumng AT. Analogicznie postepuj z pozostatymi wierszami. Macierz 2x3
po transpozycji ma wymiar 3x2.

12. Sprawdz, czy macierz A jest symetryczna.

Wynik: Tak, A = AT,

Macierz jest symetryczna, gdy a;,; = a;; dla kazdej pary indekséw. Pary poza przekatna: aj.=asi=-1,
d13=a31 =3, azz3=az2=0.

13. Oblicz slad macierzy A.
Wynik: tr(A) =1

Slad to suma ai14+as2+ass. tr(A) =3 +4-6 = 1.

14. Znajdz macierz X z rownania X + A = B.

(&)

Odejmij A od obu stron réwnania: X = B - A. Wykonaj odejmowanie odpowiednich elementéw obu macierzy.

Mnozenie macierzy
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15. Oblicz AB dla dwéch macierzy 2x2.

-2 8
AB =
( 0 12)
A ma rozmiar 2x2, a B ma 2x2. Wewnetrzne wymiary sa zgodne; wynik ma 2x2. Element (1,1): 1-(0), 2-(-1)
= -2. Pozostate elementy oblicz tak samo.

16. Oblicz BA dla macierzy z zadania 15.
12 0
ba= ( 5 —2>

Kolejnos¢ mnozenia ma znaczenie: teraz mnozymy wiersze B przez kolumny A. Element (1,1) = 0-1 + 4.3 =
12. Oblicz pozostate trzy elementy i poréwnaj AB z BA.

17. Pomnoéz macierz 2x3 przez macierz 3x2.
10 7
(1)

A ma rozmiar 2x3, a B ma 3x2. Wewnetrzne wymiary sg zgodne; wynik ma 2x2. Element (1,1): 1-(2), 0-(0),
2:(4) = 10. Pozostate elementy oblicz tak samo.

18. Pomnoz macierz 3x2 przez macierz 2x3.

0o 3 5
AB=1| 2 -3 -1
-1 6 8

A ma rozmiar 3x2, a B ma 2x3. Wewnetrzne wymiary sg zgodne; wynik ma 3x3. Element (1,1): 2-(1), 1-(-2)
= 0. Pozostate elementy oblicz tak samo.

19. Oblicz kwadrat macierzy A2,

> (5 3
2=(3)

A? oznacza iloczyn A-A, a nie podniesienie kazdej liczby osobno do kwadratu. Element (1,1) = 2.2 + 1.1 = 5.
Analogicznie wyznacz trzy pozostate.

20. Oblicz Al dla macierzy jednostkowej I;.

2 -1 0
Al=(4 3 2
1 0 5

Kazda kolumna | zawiera jedna jedynke na przekatnej, dzieki czemu wybieramy odpowiedni element wiersza
A. lloczyn Al = A. To macierzowy odpowiednik mnozenia przez 1.

21. Pomnoéz wiersz 1x3 przez kolumne 3x1.

AB = (0)

A ma rozmiar 1x3, a B ma 3x1. Wewnetrzne wymiary sg zgodne; wynik ma 1x1. Element (1,1): 2:(4), -1-(2),
3:(-2) = 0. Pozostate elementy oblicz tak samo.
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22. Pomnéz dwie macierze diagonalne.

8 0
AB = (0 —15)

A ma rozmiar 2x2, a B ma 2x2. Wewnetrzne wymiary sg zgodne; wynik ma 2x2. Element (1,1): 2-(4), 0-(0)
= 8. Pozostate elementy oblicz tak samo.

Wyznaczniki

23. Oblicz wyznacznik macierzy 2x2.
Wynik: det(A) = -10

Dla 2x2 uzyj wzoru ad-bc, dla 3x3 rozwiniecia Laplace’a lub wtasnosci macierzy. Zastosuj ad - bc: (4)-(-1) -
(2)-(3) = -10.

24. Oblicz wyznacznik macierzy 3x3.

Wynik: det(A) = 13

Dla 2x2 uzyj wzoru ad-bc, dla 3x3 rozwiniecia Laplace’a lub wtasnosci macierzy. Rozwin wedtug pierwszego
wiersza: 3 + (10) + (0) = 13.

25. Oblicz wyznacznik macierzy tréjkatnej.

Wynik: det(A) = -12

Dla 2x2 uzyj wzoru ad-bc, dla 3x3 rozwiniecia Laplace’a lub wtasnosSci macierzy. Macierz jest tréjkgtna, wiec
mnozymy elementy przekatnej: 2 - 3 - -2 = -12.

26. Wyznacz det(A), gdy dwa wiersze sa identyczne.
Wynik: det(A) =0

Dla 2x2 uzyj wzoru ad-bc, dla 3x3 rozwiniecia Laplace’a lub wtasnosci macierzy. Wiersze 1 i 3 sg takie same,
zatem det(A) = 0 bez liczenia rozwiniecia.

27. Poréwnaj det(A) i det(AT”).

Wynik: det(A) = det(A”) = 11

Oblicz det(A) = 2.3 - 5.(-1) = 11. Transpozycja nie zmienia wyznacznika: det(AT) = det(A) = 11.
28. Oblicz det(2A) dla A rozmiaru 2x2.

Wynik: det(2A) = -28

Najpierw det(A)=1-(-1)-3-2=-7. Dla n=2 mamy det(2A)=2%.(-7)=-28.

29. Oblicz det(AB) bez mnozenia catych macierzy.
Wynik: det(AB) = 6
det(A)=1, det(B)=6. lloczyn wyznacznikdw wynosi 1.6=6.

Macierz odwrotna
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30. Wyznacz A! dla macierzy 2x2.

(1 1
= (40

Najpierw oblicz det(A)=1. Poniewaz jest rézny od zera, macierz odwrotna istnieje. Dla A=[[a,b],[c,d]] wzér to
(1/det A)-[[d,-b],[-c,al]l. Wynik mozesz sprawdzi¢ mnozeniem AA~'=|,

31. Wyznacz A~!, gdy wyznacznik jest ujemny.

4 (-3 2
2=(74)

Najpierw oblicz det(A)=-1. Poniewaz jest ré6zny od zera, macierz odwrotna istnieje. Dla A=[[a,b],[c,d]] wzér to
(1/det A)-[[d,-b],[-c,a]l. Wynik mozesz sprawdzi¢ mnozeniem AA~!'=I.

32. Wyznacz A! z utamkami w wyniku.

SR

Najpierw oblicz det(A)=3. Poniewaz jest rézny od zera, macierz odwrotna istnieje. Dla A=[[a,b],[c,d]] wz6r to
(1/det A)-[[d,-b],[-c,al]l. Wynik mozesz sprawdzi¢ mnozeniem AA~!=|,

33. Sprawdz, czy macierz A jest odwracalna.
Wynik: Macierz A nie jest odwracalna.
Dla macierzy 2x2 wyznacznik jest rowny ad-bc. det(A) = 1.4 - 2.2 = 0. Gdy det(A)=0, A~! nie istnieje.

34. Rozwiaz rownanie macierzowe AX = B.

()

Poniewaz det(A)=1, macierz jest odwracalna. Mamy X=A"'B. A~' = [[1,-1],[-1,2]]. Po wymnozeniu przez B
otrzymujemy X.

35. Sprawdz iloczyn AA~!.

(10
AA _(O 1)

det(A)=1, wiec A~! istnieje i wynosi [[1,-1],[-2,3]]. Wymnéz A-A~': elementy na przekatnej wynosza 1, a poza
nig 0.

Rzad macierzy

36. Wyznacz rzad odwracalnej macierzy 2x2.

Wynik: r(A) =2

Sprowadz macierz do postaci schodkowej, nie zmieniajgc jej rzedu. Postac¢ zredukowana ma wiersze: [1, 0];
[0, 1]. Liczba niezerowych wierszy: 2.
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37. Wyznacz rzad macierzy z proporcjonalnymi wierszami.

Wynik: r(A) =1

Sprowadz macierz do postaci schodkowej, nie zmieniajac jej rzedu. Posta¢ zredukowana ma wiersze: [1, -1/2];
[0, O]. Liczba niezerowych wierszy: 1.

38. Wyznacz rzad macierzy 3x3 (rzad 2).

Wynik: r(A) = 2

Sprowadz macierz do postaci schodkowej, nie zmieniajac jej rzedu. Posta¢ zredukowana ma wiersze: [1, O,
-5]; [0, 1, 3]; [0, O, O]. Liczba niezerowych wierszy: 2.

39. Wyznacz rzad petnej macierzy 3x3.

Wynik: r(A) = 3

Sprowadz macierz do postaci schodkowej, nie zmieniajgc jej rzedu. Posta¢ zredukowana ma wiersze: [1, 0, 0];
[0, 1, 0]; [0, O, 1]. Liczba niezerowych wierszy: 3.

40. Wyznacz rzad prostokatnej macierzy 3x2.

Wynik: r(A) =2

Sprowadz macierz do postaci schodkowej, nie zmieniajac jej rzedu. Posta¢ zredukowana ma wiersze: [1, 0];
[0, 1]; [0, O]. Liczba niezerowych wierszy: 2.

41. Wyznacz rzad prostokatnej macierzy 2x3.

Wynik: r(A) =1

Sprowadz macierz do postaci schodkowej, nie zmieniajac jej rzedu. Posta¢ zredukowana ma wiersze: [1, -2,
31; [0, 0, 0]. Liczba niezerowych wierszy: 1.

Uktady réwnan

42. Rozwiaz uktad 2x2 metoda Gaussa.

Wynik: x =3,y =1

Zapisz macierz rozszerzong [A|b], wykonaj eliminacje Gaussa na catych wierszach. Posta¢ zredukowana: [1,
0, 3]; [0, 1, 1]. Odczytaj wartosci niewiadomych z ostatniej kolumny.

43. Rozwiaz uktad z ujemnymi wspoétczynnikami.

Wynik: x =-2,y =4

Zapisz macierz rozszerzona [A|b], wykonaj eliminacje Gaussa na catych wierszach. Posta¢ zredukowana: [1,
0, -2]; [0, 1, 4]. Odczytaj wartosci niewiadomych z ostatniej kolumny.

44. Rozwiaz uktad trzech rownan liniowych.

Wynik: x =2,y =-1,z=3

Zapisz macierz rozszerzong [A|b], wykonaj eliminacje Gaussa na catych wierszach. Posta¢ zredukowana: [1,
0, 0,2];[0,1,0,-1]; [0, 0, 1, 3]. Odczytaj wartosci niewiadomych z ostatniej kolumny.

45. Sprawdz, czy ukiad ma rozwiazanie.
Wynik: Uktad sprzeczny — brak rozwigzan.

Drugie réwnanie ma lewa strone dwukrotnie wiekszg od pierwszego. Gdyby réwnania byty zgodne, wyrazy
wolne spetniatyby 8=2-3=6, a tak nie jest. r(A)=1, r([A|b])=2.
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46. Wyznacz wszystkie rozwigzania uktadu zaleznego.
Wynik: x =5-2t,y=t, teR

Drugie réwnanie jest dwukrotnoscig pierwszego, wiec mamy tylko jeden niezalezny warunek. Z réwnania
x+2y=5 przyjmij y=t. Wtedy x=5-2t, gdzie t jest dowolng liczba rzeczywista.

47. Rozwiaz uktad 2x2 metoda Cramera.

Wynik: x =2,y =-1

Wyznacznik wspétczynnikéw D = 5. Wyznaczniki po podmianie kolumn: D, =10, D,=-5. x=D,/D=2, y=D,/D=-1.
Po podstawieniu oba réwnania sg spetnione.

Zadania przekrojowe
48. Rozwiaz réwnanie 2X + A = B.
1 3
X =
Odejmij A stronami, a nastepnie podziel kazdy element przez 2. Sprawdzenie: 2X + A odtwarza macierz B.

49. Dla jakich t macierz A jest osobliwa?
Wynik:t=-2lubt=2

det(A) = 1.4 - t-t = 4-t%. Macierz jest osobliwa, gdy wyznacznik jest zerem. 4-t>=0, zatem t?=4 i t=-2 lub t=2.

5 (1 3
()

A% =[[1,21,[0,1]], bo mnozysz macierz przez nig sama. A> = A%.A, co daje [[1,3],[0,11]].

50. Oblicz A3, wykorzystujac AZ.
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