CALCULA / MATERIALY DO NAUKI

Pochodne funkcji

50 zadan do samodzielnego rozwigzania + odpowiedzi

Jak korzysta¢ z arkusza

Najpierw rozwigz zadania bez zagladania do klucza. Odpowiedzi i krotkie wskazéwki znaj-
dziesz na koncu pliku. Przy rézniczkowaniu pamietaj o dziedzinie funkcji.

Dostepne online: https://calcula.com.pl/pochodne-zadania-z-rozwiazaniami.

Czesc 1. Zadania
01. Wielomian

f(z) =32 — 222 + 52— 7

02. Funkcja ztozona

f(@) = (20> + 1)

03. lloczyn
f(z)=2*sinz
04. lloraz
2+ 1

05. Pochodna w punkcie
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CALCULA / MATERIALY DO NAUKI

Zadania

06.

07.

08.

09.

10.

11.

12,

13.

Ekstrema i monotonicznos¢

f(z) =23 — 322

Wielomian trzeciego stopnia

f(z) =52 — 72?4+ 4

Wielomian piatego stopnia

f(z) = —22° + 3z -9

Wielomian z utamkowym wspoétczynnikiem

.734

f(x):?—4a:2

Trzy rézne potegi

flz)=72% 32" + 2

Wielomian siédmego stopnia

f(z)=42" =522 +1

Najpierw uprosc iloczyn nawiaséw

flz) = (z—2)(z+3)

Wielomian zapisany jako iloczyn

f(z) =z (2° — 5z + 6)
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CALCULA / MATERIALY DO NAUKI Zadania

14. Roznica kwadratéw jako szybka metoda

f(z) = (x2 -1) (:E2 +1)

15. Pierwiastek kwadratowy

f(@) = vz
16. Odwrotnosc trzeciej potegi
1
flz) = 23
17. Potega o wyktadniku 3/2
fla) =2
18. Pierwiastek szescienny
fla) =z
19. Odwrotnos¢ pierwiastka
1
f(z) = ﬁ

20. Pierwiastek z funkcji kwadratowej

flz)=+Va%+4

21. Sinus argumentu 3x

f(z) = sin (3x)
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CALCULA / MATERIALY DO NAUKI Zadania

22. Cosinus argumentu 2x

f(z) = cos (2z)

23. Tangens

f(z) = tan (x)

24. lloczyn x oraz sinusa

f(z) =zsin(x)

25. Kwadrat sinusa

f(z) = sin® (2)

26. Suma sinusa i cosinusa

f(z) =sin(x) +2cos (z)

27. Eksponenta e do potegi 2x

flz) =e*

28. Funkcja wyktadnicza o podstawie 3

flw) =37

29. Logarytm naturalny
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CALCULA / MATERIALY DO NAUKI Zadania
30. Logarytm z wyrazenia liniowego
f@)=In(z+1)
31. lloczyn x i e~ x
f(x) = xe®
32. Logarytm o podstawie 2
_In(2)
33. Czwarta potega tréjmianu
flx) = ($2 — 3$)4
34. Ujemna potega wyrazenia liniowego
1
f(z) = (4x—|—1)2
35. Pierwiastek z trojmianu
flz) =322 +1
36. Trzecia potega sinusa
f(z) =sin’ (z)
37. Eksponenta z funkcji kwadratowej
fla) = et
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Zadania

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

Logarytm z x2 + 1

f(z)=1In(z® +1)

lloczyn dwoéch wielomianow

fla) = (2* +1) («* - 2)

lloczyn x2i e™x

lloczyn x i cosinusa

f(z) =z cos(x)

lloraz dwoch funkcji liniowych

r+1
flo) ="
lloraz liniowej i kwadratowej
20 —1
0=
Logarytm podzielony przez x
In
fla) = 2

Wartos¢ pochodnej w punkcie x = 1

flz) =223 -2, z29=1
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CALCULA / MATERIALY DO NAUKI Zadania

46. Rownanie stycznej w punkcie x = 1

flz) =242z, z9=1

47. Monotonicznos¢ paraboli

f(x)=2%—-6z+5

48. Dwa ekstrema funkcji szesciennej

flz)=2® — 12z

49. Maksimum funkcji kwadratowej

flz) = —2* +4z+1

50. Predkos¢ chwilowa z funkcji drogi

s(t)=1>+3t, t=4
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CALCULA / MATERIALY DO NAUKI Odpowiedzi
Zwiezte wskazdéwki do wszystkich 50 zadan
01. Wielomian
fl(x) =122 — 42 45
Reguta potegowa i pochodna sumy.
02. Funkcja ztozona
f(x) = 122(22* + 1)?
Rézniczkuj funkcje zewnetrzna i pomnéz przez pochodng wnetrza.
03. lloczyn
f'(x) =2zsinz +x*cosx
Wzér (uv)'=u’v+uv'.
04. lloraz
2

iy @t —2x—1
Stosuj (u'v—uv’)/v?; dziedzina x = 1.
05. Pochodna w punkcie

f2)=9
Oblicz f'(x)=3x2—3 i wstaw x=2.
06. Ekstrema i monotonicznosc¢
maks. lokalne (0,0), min. lokalne (2, —4)

Pochodna to 3x(x—2); znaki +, —, +.
07. Wielomian trzeciego stopnia

f/(x) = 152% — 14z
Korzystamy z reguty potegowej dla kazdego sktadnika.
Pochgdna 5%(3 to %S%Z,ppo%%odné —7x% to —gl4x, a stata 4 znika.
08. Wielomian piatego stopnia

f'(x) =3 —102*
Zrézniczkujemy sktadniki —2x>, 3x i —9.
Dla wyrazu —2x®> mnozymy wspdtczynnik przez wyktadnik 5.
09. Wielomian z utamkowym wspétczynnikiem

f(z) =2z (2% — 4)
Wspotczynnik 1/2 pozostaje przed pochodnag x*.
Liczymy ?/1/2)-4x3 oraz —4-2x; potem upraszczamy.
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Odpowiedzi

CALCULA / MATERIALY DO NAUKI
fl(z) = 422° — 122° + 1

10. Trzy rézne potegi
Pochodna sumy jest sumg pochodnych. )
Wyktadniki 6 i 4 obnizajg sie 0 1, a pochodna x wynosi 1.
11. Wielomian siédmego stopnia
f'(z) = 2825 — 10z

fl@)y=2z+1

Rézniczkujemy 4x7 i —5x2 niezaleznie. )
Obliczamy 4-7x® oraz —5-2x; pochodna 1 jest rébwna 0.
x+1.

12. Najpierw uprosé iloczyn nawiasow

Mozemy zastosowac regute iloczynu albo wymnozyc¢ nawiasy.
Po wymnozeniu dostajemy x24+x—6. Pochodna tej postaci to
f'(x) =32% =10z + 6

13. Wielomian zapisany jako iloczyn

Najpierw rozprowadzamy x po nawiasie.
f(x) = 4a°

Otrzymujemy x3—5x2+6x, a nastepnie rézniczkujemy trzy sktadniki.
14. Réznica kwadratéw jako szybka metoda

f’(z):m

Rozpoznajemy wzor (a+b)(a—b)=a2—b2.
Wyrazenie upraszcza sie do x*—1; jego pochodna to 4x3
15. Pierwiastek kwadratowy

1

jako x do
/
3

) = -5

otegi 1/2.
2)x™(—1/2). Pochodna istnieje dla x > 0.

Zapisujemy pierwiastek
Reguta potegowa daje (1

16. Odwrotnos¢ trzeciej potegi

Zamieniamy 1/x3 na x™(-3). . o
Po obnizeniu wyktadnika o 1 otrzymujemy —3x”~(—4). Dziedzina: x # 0.
3V

17. Potega o wyktadniku 3/2
Po odjeciu 1 od wyktadnika 3/2 zostaje 1/2. Wzér obowigzuje dla x > 0. W punkcie x = 0 pochodna dwustronna

Zastosuj regute (x")’=nx""1,
nie jest okreslona.
18. Pierwiastek szescienny
1
(@) =
(x) .
)
Po zastosowaniu reguty potegowej pojawia sie 1/(3x”(2/3)). Dla x # 0; w punkcie x = 0 pochodna nie jest

Dla x # 0 zapisujemy pierwiastek jako x”(1/3).

skonczona.
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Odpowiedzi

CALCULA / MATERIALY DO NAUKI

19. Odwrotnos¢ pierwiastka
1
!
€Tr) = — 3
7@) =~

nowy V\/yk’radnik wynosi —3/2. Dziedzina: x > 0.

Zapisujemy 1/vx jako x~(—1/2

Wspétczynnik to —1/2, a

20. Pierwiastek z funkcji kwadratowej
/ x

T)= —F/—m—

@) z2+4

To ztozenie: funkcja zewnetrzna to pierwiastek, wewnetrzna to x2+4. .
Mnozymy pochodng pierwiastka przez 2x, czyli pochodng wnetrza. Dziedzina i zbior punktéw rézniczkowalno-

$ci: wszystkie liczby rzeczywiste.
J'(z) = 3cos (3z)

21. Sinus argumentu 3x

Stosujemy regute tancuchowa. .
Pochodna sinusu to cosinus; pochodna argumentu 3x wynosi 3.

22. Cosinus argumentu 2x
f'(z) = —2sin(2x)

Pochodna cos u to —sin urazy u’. .
Zapisujemy minus i dodatkowo mnozymy przez pochodng 2x, czyli 2.

23. Tangens
fw) = cos® (z)

Korzystamy z pochodnej tangensa. ) o

Zapisujemy 1/cos?x, pamietajgc o miejscach zerowych cosinusa. Dziedzina: cos x # 0.

24. lloczyn x oraz sinusa
f'(x) =z cos (z)+ sin (x)

Ustal u=x i v=sin x; uZ)? (uv)'=u'v+uv. )

Pochodne czynnikoéw to 1 i cos x, stagd suma sin x + x cos X.

25. Kwadrat sinusa
f'(z) = 2sin (z) cos ()

Funkcja zewnetrzna to kwadrat, wewnetrzna sin x.
Najpierw 2 sin X, potem mnozymy przez cos X.

26. Suma sinusa i cosinusa
f(x) = —2sin(z) + cos (x)

Rézniczkujemy kazdy sktadnik oddzielnie. .
Pochodna sin x to cos x, a pochodna 2cos x to —2sin x.

27. Eksponenta e do potegi 2x

Pochodna e”u to e™u-u'.
Wewnetrzny argument 2x ma pochodna 2.
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CALCULA / MATERIALY DO NAUKI Odpowiedzi

28. Funkcja wyktadnicza o podstawie 3

J'(2) = 37In(3)

Dla a > 0 pochodna a”~x to a~x:In a. ) )
Wstawiamy a=3. Logarytm naturalny z 3 to staty wspétczynnik.

29. Logarytm naturalny

1

4 — —

fla) =~
Korzystamy z pochodnej Inx. - o

Jej wartosc¢ wynosi 1/x na catej dziedzinie funkcji. Dziedzina: x > 0.

30. Logarytm z wyrazenia liniowego

Stosujemy regute (In u)’=u’/u. ) )
Pochodna argumentu 5x+1 to 5. Dziedzina: x > —1/5.

31. lloczyn x i e~ x

F@) = (@+1)e

A

Wybieramy u=x, v=e”"Xx.
Z reguty iloczynu: 1-e”™x + x-e”™x; wytgczamy e”™x.
32. Logarytm o podstawie 2

1
zIn(2)

f'(x) =

Nalpierw zmieniamy podstawe: logzx=In x/In 2.
Stata 1/In 2 zostaje przed pochodng In x. Dziedzina: x > 0.

33. Czwarta potega tréjmianu

(@) = 4 (22 — 3) (2* — 32)°

Oddzielamy zewnetrzng potege 4 od wnetrza x2—3x.
Mnozymy 4(x2—3x)ej przez 2x—3.

34. Ujemna potega wyrazenia liniowego

)= ——2

(42 +1)°

Zastosuj regute potegowa i tahcuchowa. ) o
Pochodna zewnetrzna daje —2(4x+1)"(—3), a pochodna wnetrza wynosi 4. Dziedzina: x # —1/4.

35. Pierwiastek z tréjmianu
3x

!
T) = ——
Fa)=Z—— =
Wykorzystujemy pochodng pierwiastka z u.
Pochodng u=3x%+1 jest 6x; skracamy 6x/2 do 3x.

36. Trzecia potega sinusa

f'(x) = 3sin® (z) cos (z)

Rézniczkujemy zewnetrzny szescian i wewnetrzny sinus.
Otrzymujemy 3sin2x, po czym mnozymy przez cos X.
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CALCULA / MATERIALY DO NAUKI Odpowiedzi

37. Eksponenta z funkcji kwadratowej

#/(z) = 2me® T
Pochodna e”™u zachowuje e”™u i dodaje mnoznik u’.
Tutaj u'=2x, wiec przed eksponentg stoi 2x.
38. Logarytm z x2 + 1

2x

I =2y

Rézniczkujemy In u jako u’/u.

Pochodna wnetrza to 2x, mianownik pozostaje x2+1. Dziedzina: wszystkie liczby rzeczywiste.

39. lloczyn dwéch wielomiandéw

f(z) =327 (2% + 1) + 22 (2 — 2)
Wez u=x2+1 oraz v=x3—2.
Podstawiamy u'=2x, v'’=3x? do wzoru u'v+uv'.

40. lloczyn x%2i e™x

f'(x) = (2® +2z) €”
W regule iIoczzynu rézniczkujemy kazdy czynnik po kolei.
Otrzymujemy 2xe”™x+x2e” X, czyli e”™x(x2+2x).

41. lloczyn x i cosinusa

f/(xz) = —zsin (z) + cos ()
Uzywamy wzoru (uv)'=u’v+uv’, o )
Poniewaz (cos x)'==-sin x, drugi sktadnik jest ujemny.
42. lloraz dwoch funkcji liniowych
1
!
)= ——%
@)= o

Wzér na iloraz ma licznik u'v—uv’. o
Licznik upraszcza sie do (x+2)—(x+1)=1. Dziedzina: x # —2.

43. lloraz liniowej i kwadratowej

—222 4+ 22+ 2
fll@)=———5—
(z2+1)
Licznik u=2x—1, mianownik v=x2+1.
Podstawiamy u'=2 oraz v'=2x, nastepnie rozwijamy 2(x?+1)—(2x—1)2x. Dziedzina: wszystkie liczby rzeczywi-
ste.

44. Logarytm podzielony przez x

_ 1—1In(z)

f'(=)

T

Rézniczkujemy iloraz In x / x. o
W liczniku mamy (1/x)-x—In x:1=1—In x. Dziedzina: x > 0.

45. Wartos¢ pochodnej w punkcie x = 1
f(1) =4

Najpierw obliczamy pochodna funkcji, dopiero potem podstawiamy argument 1. o )
Pochodna ma postac 6x2—2x, wiec po podstawieniu x=1 dostajemy 6—2. Wspotczynnik kierunkowy stycznej

w punkcie x=1 wynosi 4.
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CALCULA / MATERIALY DO NAUKI Odpowiedzi

46. Rownanie stycznej w punkcie x = 1

y=4r —1
Obliczamy f(1)=3 oraz f(1)=4. Styczna przechodzi przez punkt (1, 3). )
Podstawiamy do rownania y—3=4(x—1), a nastepnie je upraszczamy. Sprawdzenie: dla x=1 styczna ma war-
tos¢ 3.
47. Monotonicznos¢ paraboli
Tmin =3, f(3)=-4

Liczymy f'(x)=2x—6 i rozwigzujemy réwnanie f'(x)=0. ) . o
Dla x<3 pochodna jest ujemna, a dla x>3 dodatnia. Funkcja maleje na (—, 3) i rosnie na (3, +»).

48. Dwa ekstrema funkcji szesciennej

f(=2)=16, f(2)=-16

Pochodna to 3x?—12=3(x—2)(x+2). Miejsca zerowe: —2 oraz 2.

Znaki pochodnej to kolejno +, —, +. W punkcie —2 jest maksimum, a w 2 minimum. Maksimum lokalne: (-2,
16). Minimum lokalne: (2, —16).

49. Maksimum funkcji kwadratowej

Tmax = 2, f(2) =5
Szukamy punktu, w ktérym pochodna —2x+4 znika.

Pochodna zmienia znak z'dodatniego na ujemny przy x=2; to maksimum. Maksymalna wartos¢ funkcji wynosi
5.

50. Predkos¢ chwilowa z funkcji drogi

v(4) =11 m/s
Droga jest mierzona w metrach, czas w sekundach. Predkos¢ chwilowa to pochodna drogi po czasie. .
Mamy s’(t)=2t+3, a po podstawieniu t=4 otrzymujemy 11. Wynik podaje predkosc¢ chwilowg, a nie srednia z
przedziatu.
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